Kortfattade losningar till tentamen i TSRT19/23 Reglerteknik

1. (a)

(b)

Tentamensdatum: 17 mars 2025
Vi har Y (s) = (2s+S3J539+4) U(s) = sz U(s) vilket vi skriver som (252 + 11s 4 12)Y (s) =
(s+3)U(s). Vi vet att s motsvarar derivationsoperator i tidsdomén och saledes har vi diffe-
rentialekvationen 24 + 11y + 12y = @ + 3u

Mo P(s) = Kp-+ 52 — K525 g st systemet v (S50 _ - BOUESIY s
slutna systemet har alltsa nollstéllepolynomet B(s)(Kps+ Kr) vilket betyder att nollstillena
ar dels de ursprungliga nollstéllena i 6ppna systemet vilka ges av B(s) = 0 samt ett nollstélle

i —K;/Kp som introducerats av regulatorn.

Foljandes schemat baklinges (med irrelevanta signalen r satt till 0)
U(s) = F(s)(0 = G(s)(=V(s) + H(s)U(s))

F(s)G(s)

Vi loser ut w och far U(s) = W(s)]—[(s)v(s) dvs dverforingsfunktionen &r F(s)G(s)

1+ F(s)G(s)H (s)
Statiska forstirkning totalt fran g till y ges av (1/0.5) - 4 dvs 8. Eftersom slutamplituden pa y
dr 40 sa maste insignalen ha en amplitud pa 5.

For att finna en approximation finns det flera sétt. Ett &r att bara titta pa stegsvaret till slut-
signalen y. Trivialt vet vi att statiska forséirkningen #r K = 8 (detta har vi ju just utnyttjat).
Signalen nar 63% av slutviirdet (25.2) efter ungefiir 5 sekunder, séa rimligen &r T = 5 en god ap-
proximation. Alternativt, vi vet att dynamiken skapas av att insignalen forst gar in ett system
med en vildigt liten tidskonstant (0.2 sekunder) som sedan &dr seriekopplad med ett langsamt
system med en tidskonstant pa 5 sekunder. I sammanhanget kan dynamiken i det forsta syste-
met forsummas och det kan ses som ett system som bara forstidrker insignalen med en faktor
2. Saledes kan seriekopplingen approximeras med 2 - ﬁ dvs ?il. Annu ett siitt &r att forma

seriekopplingen genom att multiplicera de tva systemen vilket leder till Om man

TR
tanker sig detta i frekvensplanet ér det alltsa frekvensfunktionen m som hanteras.
For sma w (dvs langsamma foérlopp) kommer denna ge upphov till samma frkevenssvar som
52%“ vilket indikerar att vi skulle kunna anvinda approximationen 5_%4_1. Detta &r ju rim-
ligt, vi har ersatt de tva seriekopplade systemen med ett nytt system dér vi inte forsummar
den lilla tidskonstanten i det forsta systemet helt, utan ldgger till den pa den langsammare
dynamiken. Anne ett intuitivt sitt att komma fram till samma approximation &r att totala
statiska forstdrkningen &r 8, den dominerande dynamiken é&r ett forsta ordningens system med
tidskonstant 5, men sen finns det dven en dynamik som ger en i sammanhanget vildigt liten
nedsaktningen av dynamiken med en tidskonstant pa 0.2 sekunder, sa vi kan approximativt
sla ihop dessa tva effekter och se det som en total tidskonstant pa 5.2 sekunder.

Alla system har statisk forstirkning 3. A och C ser identiskt monotona ut, enda skillnaden &r
att C &r dubbelt sa snabbt. Bade B och D har oscillationer, men i B verkar dessa vara kraftigt
ddmpade. Systemen G3 och G, &r seriekopplingar av ett vildigt resonant andra ordningens
system med ett forsta ordningens system, dér tidskonstanten det ddmpande forsta ordningens
system i G &r vildigt stor (dvs pol néra origo, dvs dominerande). Det kommer séledes ske
mycket mer dimpning i G3 dn G4. Alltsa far vi Gg — B, G4 — D. I G identifierar vi wy = 8
och 1 Go dr wy = 4. Eftersom wy agerar tidsskalning (stort ger snabbt) s maste vi ha Gy — C
och Go — A.

Om vi parallellkoppplar sa blir totala systemet G(s) + G(s) = 2G(s). Salunda kommer
fasforskjutningen ges av arg 2G(1¢) = arg(2) — arg(1 4+ 10i) = 0 — arctan 10 = —1.47 = —84.3°

Periodtiden pa signalen ser ut att vara ungefiar 1 sekund vilket betyder att frekvensen ges av

_ 27 . . . . 4 _ 4 ~
f = =*. Forstirkningen i denna frekvens ges av Trr 2| T nmnraen 0.105.

Observerad signal har amplitud 0.8, och vi 16ser saledes 0.8 = 0.105 - « och far att insignalens
amplitud borde ha varit omkring 7.6;

Fasforskjutningen i frekvensen w p.g.a av en tidsforskjutning T ges av arge 7 = —wT.
Salunda maste vi ha en fasmarginal storre dn w.T', dvs fasmarginalen maste vara minst 2-0.2 =
0.4 rad (22.9°). Detta betyder att fasen i kretsforstérkningen inte far vara mindre &n —157.1°.
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(d)

3. (a)

e Kretsforstirkning 1 har en forstirkning som gar mot runt 25dB (dvs 17) samtidigt som
kretsforstiarkning 2 har en klart ldgre statisk forstdrkning pa kanske 5dB (dvs 1.8). 1
stegsvaren for slutna systemen ser vi att det dvre konvergerar mot ett viirde nira 1 (vilket
motsvarar en statisk forstdrkning i slutna systemet néra 1, vilket kréver en stor statisk
forstérkning i kretsforstiarkning, dvs kretsforstéirkning 1). Det nedre stegsvaret konvergerar
till ett viirde runt 0.75, vilket indikerar en statiskt forstirkning i slutna systemet som inte
ar sa stort, dvs statisk forstarkning i kretsforstiarkningen inte sérskilt stor.

o Kretsforstiarkning 2 har en véldigt liten fasmarginal, vilket stdmmer med att stegsvar 2 ar
vildigt resonant (kretsforstirkning 1 har en storre fasmarginal, och stegsvar 1 ér inte lika
resonant)

o Kretsforstiarkning 2 har en véldigt liten fasmarginal, vilket stimmer med att stegsvar 2 ar
vildigt resonant (kretsforstirkning 1 har en storre fasmarginal, och stegsvar 1 &r inte lika
resonant)

Manga resonerar via resonanstoppen i kretsforstirkning 2, men det &dr inte direkt av-
sléjande. Om man har ett Bodediagram &ver ett system, och dér har en resonanstopp,
sa kommer man fa oscillationer i ett stegsvar. Har har vi dock Bodediagram oéver en
kretsforstéirkning, och stegsvaret &ar pa det slutna systemet, inte pa systemet som repre-
senteras av Bodediagrammet. Logiken &r att en liten fasmarginal i en kretsforstéirkning
leder till resonanstopp i slutna systemets Bodediagram, vilket indikerar oscillationer i
tidsplanet.

—a 1

Vi studerar polerna som ges av rétter till det (s[ - ( 1 _a

)) =(s+a)?—1=s2+2as+

a? — 1. For poler i vénstra halvplanet dr ett ekvivalent villkor pa en andragradare att bada
koefficienterna &r positiva, dvs kravet blir o > 1.

Ett vanligt misstag hér dr att man borjar rikna ut poler explicit och gora det onddigt krangligt.
Vi har ekvationerna &1 = —ax1+x2+u och &5 = x1—axs. Laplace ger X1 = %(—aXl +X24U)

och Xy = %(Xl — aXsy). Alternativt sa ser man det direkt via integrering av vénster- och

hogersida 1 = f —axr] + 29 +u och o = fatl — axg, integrering dr ju vad operatorn %

betyder.
Ansitt L = (11 lg) och slutna systemet ges av

o= (- (7 1)- () 9))" ()

Forenkling ger
-1
sta+ly lo—1 1
a=0 (TR0 (o)

Berédkning av inversen ger

1 s+a  1-1y 1
c = O 1 l
Ge(s) = ( )82+8(2a+11)+a(a+l1)+12—1( 1 s+a+ll> <0>o

Onskat polpolynom &r (s +2a)? = s + 4das + 4a? ur vilket vi 16ser I = 2a, lo = 1 + a2,
och fortsétter for att ta fram slututrycket for slutna systemet vilket blir enkelt da C' och B
innehaller nollor vilket gor att det enda elementet som 6verlever multiplikationen fran vénster
och hoger ar ettan i nedre vénstra hornet.

lo
GC =
(5) s2 +4as 4+ 4a2

ur vilket vi far att lo = 402 for att erhalla statisk forstérkning 1.

Texx)y =y, zo=9ygerit; =y=x920chis =9=u—y—y=—x] — 22+ u. I matrisform har
vi alltsa
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Figur 1: Blocksschemearepresentation av tillstandsmodell

(b) Hér kan man anvinda sig explicit av tillstandsmodellen, men enklast dr att bara stoppa in
styrlagen i differentialekvationen, §j = (—y —gy+2r) —y—y och forenkla till §j+2y+2y = 2r och
vi ser att vi har en andragradare med positiva koefficienter vilket betyder stabilitet, eller mer

utforligt, Y(s) = 32Jrg—SJFQR(s) dvs en 6verforingsfunktion vars poler &r

i vénstra halvplanet.

(¢) Overforingsfunktionen har statisk forstérkning 1, dvs stationirt kommer y = r. T stationirt

(d)

(e)

(a)

tillstand maste ¢y = § = 0, och styrlagen séiger saledes att u = —r + 2r

Forstéirkningen i frekvensen w = 1 for slutna systemet ges av

2
(0)2+2i+2 )

=r=1

— 2 _ 2
= o —\/g~0.89

vilket ocksa blir den resulterande amplituden da referensens amplitud &r 1.

_ e . _ 2 .
Om b = 0 ges slujcna. systemet av §j = (—y — g+ 2r) —y dvs Y(s) = oo fi(s). For
att fa maximal excitering av en insignal ska man anvéinda sig av en signal med en frekvens
som matchar systemets resonansfrekvens. En god approximation av denna resonansfrekvens
ges av wp nir man skriver andragradaren som definierar 6verforingsfunktionens nidmnare i

standardform, Vi skriver ndmnaren som s2 + 2 - V2. ﬁs + \/§2 for att identifiera wy = V2

och ¢ = ﬁ (den exakta resonansfrekvensen ges av /1 — 22wy).

Det verkliga systemet beskrivs av

1+«
0 (o) —
Gls) = s(s+1)
och regulatorn véljs till
F(s)=K=4

Da fas det verkliga slutna systemet

G (s) F (s) 4(1+ )

G%(S): ]_—|—G0(S)F(S) - 5(3+1)+4(1+a)

Polerna &r i vinstra halvplanet om och endast om alla koefficienter
positiva, vilket leder till a > —1.

till andragradaren &ar
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(b) Det relativa modellfelet AG(s) ges av

()

GO (s) = G (s) (1 +AG(s)) <
Lto _ 1 11AG»s) —
s(s+1) s(s+1)

l+a=1+AG(s) <

AG(s) =«

Enligt robusthetskriteriet garanteras det aterkopplade systemet vara stabilt om

1
T (iw)|

|AG (iw)] <

dédr komplementéira kénslighetsfunktionen definieras fran den nominella modellen

G (s) F (s) 4

T(s) = 1+G(s)F(s) s2+s+4

Kriteriet blir da

(iw)® + iw + 4

1 (4—w?)® +w? Vw

o] < !
« = -
4

Kriteriet pa a &r sdledes det ligsta viirdet man kan fa pa hogerledet. Vi introducerar a = w?

och minimerar uttrycket som dr under kvadratroten
ming(a) = (4 —a)’ +a <=
a

g@=-24-a)+1=0 <
—T74+2a=0 <

Detta virde pa w? ger det ligsta virdet pa hogerledet i kriteriet, som blir

| < = +o =" ~0484

LT\ 7 _ V5
1 28

Robusthetskriteriet garanterar att aterkopplade systemet &r stabilt for —.484 < o < 0.484.

Robusthetskriteriet &r ett tillrdckligt kriterium, men inte nédvindigt, sa systemet kan vara
stabilt trots att kriteriet inte uppfylls. Kriteriet att alla poler ligger i véinster halvplan &r bade
tillrackligt och nédvéandigt, sa systemet &r asymptotiskt stabilt om det kriteriet uppfylls och
instabilt om det inte uppfylls.
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