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Det Aterkopplade Systemet

Y (s) =T(s)R(s) + G(s)S(s)V(s) + S(s)W (s) (1)
Z(s) =T(s)R(s)+ G(s)S(s)V(s) = T(s)W(s) (2)
U(s) = F(s)S(s)R(s) = T(s)V(s) — F(s)S(s)W(s)  (3)

Vi vill reglera Z med matningen Y dar W ar ett matfel.

Reglerfelet ar



Ovre Begransning pa Bandbredd
Litet E(s) oberoende av R(s) forutsatter
_ 1
1+ F(s)G(s)
liten. Da &r F'(s)G(s) stor och 1 + F(s)G(s) = F(s)G(s), och
darfor ar enligt (3)

S(s)

- G(S) W(S)
Av fysikaliska skal dr G(s) oftast liten for stora s, och da blir U(s)
stor.

Fran uttrycket for E att matfel ocksd kommer att synas i
reglerfelet och multipliceras med den komplementara
kanslighetsfunktionen T'=1— §.

Det finns en 6vre begransning pd bandbredden pd det slutna
systemet som beror pd hur stora styrsignaler vi kan tolerera och pa
hur stora matfel vi har och vad frekvensinnehallet dr i matfelen.



Husuppvarmning
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(a) Mitfel w(t) = sin(0.1¢). (b) Matfel w(t) = sin(¢).

Bandbredden ar ungefar 0.3 rad/s. For w(t) = sin(0.1t) ses att
regulatorn ser till att den felméatta signalen och inte den verkliga
temperaturen regleras.

For w(t) = sin(t) ser vi att oscillationerna i den verkliga
temperaturen har mindre amplitud men &r mer hogfrekvent.



Modellfel

Tl

L&t G(s) vara modell av det sanna &ppna systemet G°(s). Det
relativa modellfelet ges av

A(s) = L 4)



Relativa Fel

Lat
Y9(s) = )T 5), Y(s) = G(s)U(s)
1 1
T Treee YT T Reew
_ F(s)G%s) __F(s)G(s)
TO= e T T ReeE
D3 foljer YO(s) -~ Y(s) SO(s)A
Y (s) Al
T%s) =T(s) 0 s)A(s
o S%(s)A(s)

Man vill ha en bra modell for de s ddr man vill att relativa
modellfelet i den komplementara kanslighetsfunktionen ska vara
litet och kanslighetsfunktionen ska vara nira ett—typiskt for

s = 1w ndra onskad skarfrekevens.



Operationsforstarkare

Med Y (s) = —Va(s), U(s) = Vy4(s), R(s) = Ra/R1Vi(s),
GY(s) = A%(s) och F(s) = Ry/(Ry + Ry) kan vi tolka
operationsforstarkaren som ett dterkopplat system.



Slutna Systemets Kanslighet

Kanslighetsfunktionen ges av

1
L+ R1+R2 AO( )

S0(s) =

och slutna systemets dverforingsfunktion fran Vj till V5 ges av

Ro
Ry Ry Ri+R Ry
_T()Rl_ (1_50( )) Rl_ 1+ 2 ~

(S) + R1 +R2

om A%(s) &r stor. Typiskt dr A%(s) i storleksordningen 10° till 105
och i stort sett oberoende av s. Antag att vi valjer Ra/R; = 100.

D3 ser vi att )
S(s)=—7F——~1077
1+ 5 A(s)

om A%s) = 10°.



Stabilitet och Modellfel

Antag att vi for A(s) = 0 valt F(s) for ett givet G(s) sa att vi har
stabilitet men sa att vi for det sanna systemet med A(s) # 0 for
skarfrekvensen w, har att

Fliwe)Giwe) (1 + Aliw,)) = —1

Detta innebar att ndmnaren i komplementara
kanslighetsfunktionen &r noll och vi ligger pa stabilitetsgransen.

Ekvationen ovan ar ekvivalent med att

1
Aliwe) = —
(e) = = o)
Det ar nu rimligt att tro att om
A )] < o
w —_
T (iw)]

sa ar dven det slutna systemet med A(s) # 0 stabilt.



Robusthetskriteriet

RESULTAT
Antag att G°, G och A r relaterade som i (4) samt att F' ir

vald sadan att
__F()G(s)
) = T FEEE
ir analytisk i hoger halvplan. Antag vidare att G och G har
samma antal poler i hoger halvplan, och att F'(s)G(s) och
F(s5)G(s) &r analytiska i héger halvplan férutom for ett

andligt antal poler, samt att bdda gar mot noll nar |s| gdr mot
oandligheten i hoger halvplan. Antag slutligen att

. 1
|A(iw)| < m,

D3 galler att
_ F(s)G"(s)
1+ F(s)G9(s)

ar analvtisk 1 hoeer halvplan.

T(s)



Rationella Overféringsfunktioner

KOMMENTAR

Vi minns att en rationell dverféringsfunktion r analytisk i hoger
halvplan om och endast om alla poler ligger i det strikta vanstra
halvplanet.



Poler i Hoger Halvplan

RESULTAT

Bodes integral: Antag att G, ar analytisk i hoger halvplan
forutom ett andligt antal poler py,...,p,. Antag ocksa att det
existerar positiva konstanter C', § och R s3 att

C

Go(s)] < [5[F0)

for |s| > R i hoger halvplan. D3 géller med
S(s) =1/(1+ Go(s)) att

/ In |S(iw)| dw = ﬂZpk
0

k=1

om S &r analytisk i hoger halvplan.



Rationella Overféringsfunktioner

KOMMENTAR

Antagandena i resultatet ovan ar uppfyllda for rationella
overforingsfunktioner G, om ar sddana att skillnaden i gradtal
mellan ndmnarpolynom och téaljarpolynom &r minst tva.

» Det har alltsd ingen betydelse hur vi viljer var regulator F' for
vilket véarde vi far pd integralen om vi inte kan minska antalet
poler for G, i hoger halvplan.

P> Detta betyder att det ar bra om vi kan anvanda en regulator
utan poler i hoger halvplan sd att inte regulatorn i sig okar
vardet pa interalen.

» Observera att vi med F' inte kan reducera antalet poler i
hoger halvplan som G har genom férkortning, eftersom det
géller att forkortning av poler i hoger halvplan i
kretsforstarkningen gor att vi forlorar stabilitet.



Nollstallen i Hoger Halvplan

Fran definitionerna av skarfrekvens och fasmarginal galler
|Go(iwe)| =1, argG,(iwe) = =7 + ©m (5)

dir G,(s) = F(s)G(s) ar kretsforstarkningen. Den andra
ekvationen kan skrivas

arg F'(iwc) = —arg G(iwe) — T + pm

Detta betyder att ju mer negativ arg G(iw.) &r, ju mer positiv
maste arg F'(iwc) vara for att vi ska erhalla 6nskad fasmarginal.
Oftast innebéar detta att dven |F'(iw.)| ar stor.

Vad kan orsaka stort negativt virde pa arg G(iw.)?



Exempel

Betrakta
s—a

(s+a)(s+0)
dér a > 0 och b > 0. Vi har poler i —a och —b och ett nollstélle i
a. Det géller att

G(s) =

2 —n)2 1
Gliw)| = LAl
Vw2 +a2Vw? +b02 Vw? + b2
. w w
arg G(iw) = — arctan 3 2 arctan o
For
H(s) =
Cs+b
géller att
|H (iw)| = _ arg H(iw) = — arctan —
Vw2 b 5 B b

Vi ser att dessa Sverforingsfunktioner har samma beloppsfunktion
men olika fasfunktion. Overforingsfunktionen G har storre fas till
beloppet.



Minimumfas och Ickeminimumfas

DEFINITION

En system med &verforingsfunktion G(s) sdges vara
minimumfas om bade G(s) och G(s)~! har alla poler i det
strikta vanstra halvplanet och bagge 6verforingsfunktionerna
definierar kausala system. En system som inte ar minimumfas
sages fara ickeminimumfas.

| exemplet definierar G ett system som &r ickeminimumfas medan
H definierar ett system som dr minimumfas.

Ett ytterligare exempel pa ett system som inte dr minimumfas
definieras av
—S

e
G(s):s—i-b

dar b > 0. Vi ser att dess invers inte definierar ett kausalt system.
Vidare har vi att

|G(iw)| =

Nk arg G(iw) = — arctan% —w



Bodes Relationer

RESULTAT

Betrakta en overforingsfunktion G som ar analytisk och
begransad i hoger halvplan och for vilken |arg G(s)|/|s| gar
mot noll da |s| gdr mot oandligheten i hoger halvplan. Antag
vidare att (G inte har ndgra nollstillen pa imaginara axeln samt
att G(0) > 0. Lat A(w) = log |G(iw)| och ¢(w) = arg G(iw).
D3 giller att

2w [ Alw) — Alw
¢(W)§W/O (wg_wg()dw

for all w > 0. Likhet géller ovan om G har alla nollstéllen strikt
i vanster halvplan.

KOMMENTAR
Antagandena i forsta meningen dr uppfyllda for rationella och
propra G med alla poler strikt i vanster halvplan.



Tillampning pd Kretsforstarkning
Bodes relationer sager approximativt att

dlog |G(iw)|

0
) 2 dlogw

QN

L3t oss nu tillampa resultatet pd kretsforstarkningen

Go(s) = F(s)G(s), dar F ar regulatorns dverforingsfunktion och
G ar Oppna systemets Sverforingsfunktion. Hogerledet i olikheten
anger da lutningen i Bodediagrammet for beloppskurvan i en
loglogskala. Om lutningen dr minus ett s kommer fasen att vara
mindre dn —7/2. Om systemet inte &r minimumfas s& kommer
olikheten att vara strikt och det blir svart att erhalla god
fasmarginal oavsett vilken regulator vi anvander.

Observera att vi inte kan férkorta bort nollstallen i héger halvplan
for Oppna systemets Sverforingsfunktion med poler i hdger halvplan
for regulatorns overforingsfunktion, eftersom detta skulle resultera i
ett instabilt slutet system.



Stigtid och Underslang for Ickeminimumfassystem
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For stigtid T upfyller stegsvaret y
y(t) >09, t>1T,
Med undersldng begransad av U giller
y(t) > -U, 0<t<T,

dar U > 0. (Har forutsatter vi att referensvardet ar ett och att
stegsvarets slutfel ar noll.)



Exempel for z =1

Har klarar vi T, = 1 och U = 0.7 som &r nara gransen for vad som
kan dstadkommas.



Repetitionsfragor

o o~ w

. Vad satter begransningar pa vilken bandbredd som kan

astadkommas for ett slutet system?

Hur ar det relativa felet for den komplementara
kanslighetsfunktionen relaterat till det relativa modellfelet for
Oppna systemet?

Vad sager robusthetskriteriet?
Hur lyder Bodes integral?
Vad géller for ett system som dr minimumfas?

Vad sidger Bodes relationer och vad har de for konsekvens for
fasen?

Vilka begransningar medfor nollstéllen i hoger halvplan pa
stigtid och underslang for ett stegsvar?



