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Statiskt System

Statiskt system
y(t) = f (u(t))
dar u(t) ar insignal och y(t) utsignal.
Linjart statiskt system
f() = Ka
dar K kallas proportionalitetskonstant.

For statiska system beror utsignalen endast av vad insignalen ar
vid samma tidpunkt.



Dynamiskt System

Dynamiskt system
y = F(u)

dar F ar en operator som avbildar insignalfunktionen u pa
utsignalfunktionen .

Exempel: Pl-regulatorn
t
= Fle) & ult) = Kpe(t) + K / e(r)dr
0
dér e insignalfunktion och u utsignalfunktion.

Exempel: derivataoperatorn

du(t)

y=Flu) &yt = =

som avbildar funktionen u(t) pa sin derivata.



Kausalitet

DEFINITION
En operator y = F(u) ar kausal om y(t) endast beror pa u(7)
for < t.

Exempel: faltning

y(t) = /0 o(r)u(t - 7)dr )

dar g kallas viktsfunktionen. Eftersom y(t) = g(t) for u = 6(t), dar
d(t) ar impulsfunktionen, s3 kallas g dven for systemets impulssvar.

Vad ar viktsfunktionen fér Pl-regulatorn?



Linjaritet

DEFINITION

En operator y = F(u) ar linjar om

F(oug + Puz) = aF (u1) + BF (uz) for alla funktioner wuy, us
och alla reella tal «, 5.

SATS
Operatorn beskriven av faltningen (2) &r linjar och kausal.

KOMMENTAR
Vi kaller ett system som definieras av en linjar operator for ett
linjart system.



Linjara Differentialekvationer

Linjara differentialekvationer beskriver linjara kausala system.

Ett exempel ar differentialekvationen for husuppvarmningsexemplet
i forra forelasningen
dy(t)

07 + (h+ k)y(t) = ku(t) + ho(t)



Elektrisk Krets
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eller ekvivalent

dira=b=1/RC.



Losning av Differentialekvationen

dy(t
eat y( ) _|_€atay(t) — eatbu(t)

dt
d
pn (e®y(t)) = e™bu(t)
t
ey(t) — e™oy(to) = / e*bu(s)ds
t
’ t
y(t) = e lt=to) +/ e Dpu(s)ds
to

Byt integrationsvariabel till 7 =¢ — s:
t—to
y(t) = e 2ty (1) + / e Thu(t — T)dr
0
Om tp =0 och y(tp) = 0 sd med g(17) =€ b

u(t) = /O g(r)ult - 7)dr



P-reglering av Statiskt System

Systemet
Y = au

regleras med P-regulatorn
u=Kp(r—y)

Slutna systemet blir

OéKp

=7 = Kp —
1—|-ozKpT T, P o0

Y
dar saval u som y och r &r funktioner av tiden t.

Alltsd battre och battre prestanda ju stérre Kp ar.



Dynamiskt System

Betrakta
y(t) + y(t) = o (—u(t) + u(t))

och 13t u(t) vara ett steg med amplitud ug, d.v.s.

t>0
0, t<0

Om y(0) = 0 s3 kan man visa att
y(t) = a(l =2 )ug — aug, t— o0 (3)

Alltsad beter sig detta dynamiska system likadant som det statiska
systemet da tiden gdtt mot oandligheten.



P-reglering av Dynamiskt System

Systemet
y(t) + y(t) = o (—u(t) + u(t))

regleras med P-regulatorn
u=Kp(r—y)
Slutna systemet blir
9(t) +y(t) = a (=Kp(i() — g(t)) + Kp(r(t) — y(1)))
som kan forenklas till
9(t) +y(t) = Br(t) — i (1))
dar

_1—|—04Kp 8= aKp
- 1—aKp’ - 1—aKp

Y



Stabilitet

For r steg med amplitud ¢ blir |6sningen

1
v =5 (20— =) (5
Y
Om v > 0 sa géller att y(t) — Bro/y = aKpro/(1 + aKp), di
t — o0, vilket ar samma varde som vi har for det statiska systemet.

Om 7 < 0 sa giller att y(t) — oo, dd t — oo. Villkoret v < 0 ar
ekvivalent med att Kp > 1/a.

Vi sdger att det slutna systemet ar instabilt d3 y(t) inte
konvergerar mot ett konstant dndligt varde da referensvardet ar
konstant och andligt.



Insignalutisngalstabilitet

DEFINITION
Ett system sadges vara insignalutsignalstabilt om begransad
insignal medfér att utsignalen dr begransad.

Betrakta

y(t) = /0 g(r)u(t - 7)dr (6)

med en godtycklig viktsfunktion ¢(7), inte nédvandigtvis relaterad
till en linjar differentialekvation.

SATS
Ett system beskrivet av faltningen (6) ar insignalutsignalstabilt
om och endast om impulssvaret ar absolut integrerbart, d.v.s.

/OOO lg(7)]dr < 0o



Kommentar

Stegsvaret (5) har en derivata som ges av

2Bt

oy 2Be
y(t) ok

dd rg = 1. Detta impulssvar dr absolut integrerbart om och endast
om ~ > 0, och darfér ar det slutna systemet insignalutsignalstabilt
om och endast om v > 0.

Detta stimmer Gverens med vad vi tidigare sett for ett steg, men
nu kanner vi ocksa till vad som hander for alla begransade signaler

r(t).



Stegsvar

0.1y

TM Ts
T,

dar borvardet r(t) ar ett steg givet av

t>0
T(t)z To, =
0, t<0



Specifikationer pa Stegsvar

Idealt vill vi att reglerfelet e(t) = r(t) — y(t) ska vara noll for alla
tidpunkter, men oftast har vi istéllet specifikationer pa

>

>

Stigtiden T, &r tiden det tar for y(t) att vaxa fran 10% till
90% av sitt slutvarde y;.

Insvdngningstiden Ty eller I6sningstiden dr minsta T sddan
att yr —p < y(t) < yy +p forallat > T;. Vérdet pa p anges
istallet ibland i procent av ys och typiska varden ar 2% eller
5%.

Slutfelet eq, ar skillnaden mellan ry och y¢. Man definierar
dven det normaliserade slutfelet som ey = eq, /7o, vilket ska
visa sig vara detsamma som den s.k. nollte felkoefficienten.
Overslingen M definieras som M = (Ymax — Yf)/yg, dar Ymax
dr det storsta vardet for y. Ofta anges M i procent.



Forsta Ordningens Linjar Differentialekvation

y()
Sz
b |
a
—a Rz
1 1 at
2 4
(a) Rot till karakteristisk ekvation. (b) Stegsvar.

Losningen till
dy(t) _
FTa ay(t) = bu(t)

nar u ar ett steg med amplitud ett, ett s.k enhetssteg, ges av



Forsta Ordningens Linjar Differentialekvation

nar y(0) = 0.
> Stigtiden ges av a7}, = 2.2
» Insvangningstiden (5%) ges av aTs = 3
» Overslangen ar M = 0



Andra Ordningens Linjar Differentialekvation (komplexa
rotter)

Iz
21 % et
\\\‘\UU
6 .
—Cwo Rz
z9 Yt
§(t) + 2¢wop(t) + wiy(t) = wu(t) (7)

dar 0 < ¢ <1 och wy > 0. ¢ kallas for den relativa dampningen.
Karakteristiska ekvationen har rétter z1 9 = (—( £ iy/1 — (?)wp

| figuren ges ¢ av att cos ¢ = ¢ och wy = MWO-



Andra Ordningens Linjar Differentialekvation (komplexa
rotter)

For u enhetssteg fas

y(t)zl_mi

dd 0 < (< 1. D3 (=1 ges losningen istillet av
y(t) =1 — (1 + wot)e 0!

Overslé’ngen ir M = e ™/ V 1*42, stigtiden ar T, = w()_le¢/tan¢
och insvangningstiden (5%) ar Ts ~ 3/(wp¢) da 0 < ¢ < 0.9.



Kommentar

» Astandet fran origo till rétterna dr omvant proportionellt mot
insvangningstiden och stigtiden.

» Overslangen &r storre ju mindre den relativa ddmpningen &r.



Andra Ordningens Linjar Differentialekvation (reella rotter)

y(t)
Sz
—Aog _Aﬁ §RZ
: : Bt
2 4
(a) Rotter till karakteristisk ekvation. (b) Stegsvar.

§(t) + a19(t) + agy(t) = bu(t)

Den karakteristiska ekvationen ges av
2 taz+ay=(z+a)(z+5)=0

dar (o, B) loser ekvationerna a + 8 = a; och af = as.



Andra Ordningens Linjar Differentialekvation (reella rotter)

Stegsvaret ges av

y(t) = (1 _ @ ey P Be‘at) b

a—f o —

Stegsvaren &r plottade for olika varden pd v = 3/a som funktion
av [3t.

For sma varden pa +y ser stegsvaret nastan likadant ut som
stegsvaret for

y(t) + By(t) = Bbuft)

Det ar alltsd den rot till den karakteristiska ekvationen som ligger
narmast den imaginara axeln som i huvudsak bestimmer hur
stegsvaret ser ut. Denna rot beskriver den sd kallat dominerande
dynamiken.



Insikt

Man kan istdllet for att ange specifikationer pa stegsvar ange
specifikationer pa karakteristiska ekvationens rotter.



Repetitionsfragor

il

o

Vad ar kriteriet for att ett system ar linjart?
Vad ar kriteriet for att ett system ar kausalt?
Ge exempel pa linjdra dynamiska och kausala system.

Hur relaterar viktsfunktionen insignalen och utsignalen for ett
linjart dynamiskt system?

Vad ar definitionen av att vara insignalutsignalstabil?

6. Ange ett nddvandigt och tillrackligt villkor pa viktsfunktionen

for att ett linjart dynamiskt system ska vara
insignalutsignalstabilt.

7. Beratta vilka specifikationer man brukar ange for ett stegsvar.

8. Hur beror stegsvarets insvangningstid och 6verslang pa

karakteristiska ekvationens rétter for en andra ordningens
linjar differentialekvation?



