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Laplacetransformen

Den enkelsidiga Laplacetransformen eller forkortat £-transformen
Lf av en funktion f av tiden ¢, som antas vara noll for negativa
tider, definieras om integralen existerar enligt:

DEFINITION
L-transform:

F(s) = (Lf)(s) = / Tt )dt, R > s

0

Har galler att s ar ett komplext tal och sy definierar
konvergensomradet for integralen.



Analytisk Funktion

SATS
Det giller att L-transformen F' i Definition 1 &r en analytisk

funktion?® for Rs > sg.

?Med analytisk menar vi att funktionen kan skrivas som en konvergent
potensserie, vilket for komplexa funktioner ar ekvivalent med att den ar
komplext differentierbar.

KOMMENTAR

Vi kan utvidga definitionsomradet for [ till alla de s i komplexa
talplanet for vilka F' &r analytisk. Detta kallas analytisk
fortsattning. De varden pa s for vilka F' inte kan definieras kallas
for singulariteter.



Konvention

Vi infor konventionen att om en liten bokstav betecknar en
tidsfunktion, s3 betecknar motsvarande stora bokstav dess
L-transform. Om vi vill vara speciellt tydliga sa kan vi dven skriva

f(£) 5 F(s).
EXEMPEL

Lat f(¢) =1, d.v.s. ett enhetssteg. D3 giller att L-transformen ges

00 1 1 1
1 (8) = / e Stdt = lim <_e—st) 4+ o=z
0 t—o0 S s S

om Rs > 0. Konvergensomradet ar alltsd det oppna hogra
komplexa halvplanet. Funktionen F' definierad via analytisk
fortsattning ar analytisk for alla s # 0. Den har en singularitet for
s=0.




Tabell med Transformpar

Observera att det alltid galler att f(¢) =0 for ¢t < 0.

s J0  [F i
s+c (c—b)e~ b —(c—a)e~ ¢
' o) Eoigy =
—at
s 1 Gra? te
e t = (14 (c—a)t)e
n—1 .
e =] e o sin(at)
n—1
(s+1a)" (;71)1 e P % cos(at)
S-il-a e % sin(bt)e_at (s+a§2+b2
efbtiefat s4c c—a u
I ab e (cos(bt) + % sin(bt)) e~




Inversformel

Givet ett transformpar f och F' giller att

ft)=— /000 et cos (wt + B(w)) |F(o + iw)|dw

dar
B(w) = arg F(o + iw)
och dar F analytisk for Rs > o.

Generalisering av att en periodisk funktion kan skrivas som en
oandlig summa av av trigonometriska funktioner.

D3 o = 0 géller att inversformeln sammanfaller med formeln for
den inversa Fouriertransformen.



et cos wt

s=02+41



Allmanna samband for L-transformen

Linjaritet af(t)+ bg(t) LN aF(s)+ bG(s)
Faltning gt —rydr 5 G(s)U(s)
Tidsférskjutning ft—7) N e T3 F(s)
Dimpning e f(t) £ F(s+a)
Derivering (@) =N sF(s) — f(0)
Integrering fo ndr 5 1F(s)
Monommultiplikation tf(t) N —F'(s)
Skalning f(at) =N LF(s/a)
Slutvirde lm; oo f(t) = limgosF(s)
Begynnelsevarde lims o f(t) = limgeo sF(s)

Slutvardes- och begynnelsevirdesresultaten forutsatter att
gransvardena existerar.



L-transform for ramp

EXEMPEL

En ramp

0, —00<t<0
Fly=<4" "7="=
t, t>0

ar integralen av ett enhetssteg. Fran forra exemplet vet vi att
enhetssteget har L-transform 1/s och alltsd dr rampens
L-transform 1/s%.




Laplacetransform av Distributioner

For distributioner definierar vi dess L-transform genom att lata
distributionen beskrivas via derivering av en funktion som ar
kontinuerlig.

For deltafunktionen har vi att § = D?h, dir h ir en ramp. D3
definierar vi

L6 = s*H(s)
dir H(s) = Lh = 1/5? enligt forra exemplet. Detta gor att vi har
overensstammelse med resultatet for L-transformen av derivator
for klassiska funktioner och att

Léi=1

n

Mer generellt giller att £(D)"0 = s™.



Overforingsfunktion

DEFINITION
L-transformen G(s) av viktsfunktionen g(7) kallas for
systemets overforingsfunktion.



Overforingsfunktion for RC-krets

| forra foreldsningen visade vi att viktsfunktionen ar g(7) = ™97,
déra=0b=1/(RC), som har L-transformen (jfr. tabell)

b

G(S):s—l—a

och som darfor ar systemets Gverforingsfunktionen.



Berdkan utsignal med hjalp av L-transformen

Antag att u(t) = sin(wt). Da géller att

U(s) =

v
s2 + w?
och om wu &r insignalen till RC-kretsen sd ar Y (s) = G(s)U(s),

d.v.s.
1 w

Y(s)= o
(5) Ts+ 152+ w?

med T'=1/a = RC.



Partialbraksuppdelning

Ansatt
1 wo o« +Bs+’y7a(32+w2)+(ﬁ8+7)(T3+1)
Ts+1s2+w?2 Ts+1 s24w? (Ts +1)(s% + w?)

Genom att identifiera koefficienterna for de olika potenserna av s i
taljaren och satta dem lika erhdlles féljande ekvationssystem for

(o, B,7):

1 T 0] |« 0
0O 1 T |8l =10
_w2 0 1] |v w |
med |Gsning

[ 1 WwT?
= —wT

P 1+ w2T? v
L7 W



Anvand Tabellen Baklanges

y(t) = T *t/T—i-ﬁcoswt—i-—smwt

Fran formeln sin ¢ cos wt + cos ¢ sin wt = sin(wt + ¢) erhéller vi
genom att lata sin¢ = 5//% + v2/w? och

cos ¢ = (y/w)//B%+~?/w? att

(6 = et

B2 +~2/w? __5 coswt + __ ol sin wt
B2 + 72/0}2 52 + ’}/2/&)2

_ Wl ! -
_me —|—msm(wt+¢)
dar tan ¢ = fw/y = —wT. Vi ser att den forsta termen i I13sningen

konvergerar mot noll ndr ¢ — oo och att den andra termen &r en
sinusfunktion med samma frekvens som « men med en annan
amplitud och annan fas ¢.



Vanster och Hoger Halvplan

s

DEFINITION
Den delmangd av komplexa talplanet som ligger till vanster om
den imaginara axeln, d.v.s.

C_={seC|Rs<0}

kallar vi strikta vanstra halvplanet. Komplementet till detta
omrade, d.v.s. Cy = C\ C_ kallar vi det hogra halvplanet.



Poler och Nollstallen

DEFINITION

For rationella F' géller att de s for vilka F'(s) = 0 kallas for
nollstillen till F'. P4 samma satt sager vi for rationella F' att de
s for vilka 1/F(s) = 0 kallas for poler till F.

EXEMPEL

Funktionen

s+1 _ s+1
s24+55+6 (s+2)(s+3)

F(s) =

har ett nollstélle i —1 och poler i —2 och —3, och funktionen

1 1

Fls) = 2+1 (s+1)(s—1)

har inga nollstéllen, men poler i 4.




Multiplicitet

DEFINITION

Om det for ett rationellt F' galler att vi kan skriva

F(s) = (s —s09)" F(s) med F(sg) # 0, dir n > 1 s3 kallas sg
ett nollstdlle med multiplicitet n. P& samma satt galler att om
vi kan skriva F(s) = F(s)/ (s — s9)" med 1/F(sg) # 0, dir

n > 1 sa kallas sg en pol med multiplicitet n. Da n = 1 sager vi
att nollstallen respektive poler ar enkla, och dd n = 2 att de ar
dubbla.



Multiplicitet

EXEMPEL
Funktionen
1 1
F = =
(5) $3—3s+2 (s—1)2%(s+2)
har en dubbelpol i 1 och en enkelpol i —2. Funktionen

s+1)(s®>+s+1)
s3+2s5s+1

F(s):(

har ett enkelt nollstdlle i —1 eftersom den kan skrivas
F(s) = (s+1)F(s) dar F(—1) = —1/2.




Pol- och Nollstallespolynom

For en rationell dverféringsfunktion G kan vi alltid skriva

dar A och B &r polynom i s.

DEFINITION

Ett polynom A(s) som via A(s) = 0 definierar en
overforingsfunktions poler kallas polpolynom, och ett polynom
B(s) som via B(s) = 0 definierar en 6verféringsfunktions
nollstallen kallas nollstallespolynom.

KOMMENTAR

Vi noterar att A och B i (1) inte fir ha ndgra gemensamma
faktorer som ar polynom i s om A och B ska definiera polerna och
nollstéllena. Detta betyder att vi valt att skriva G sa att eventuella
singulariteter som kan forkortas tagits bort.



Forkortningar

EXEMPEL

Betrakta funktionen
s+1 s+1 1

F — =
(s) $2+3s+2 (s+1)(s+2) s+2

Den har ett polpolynom A(s) = s 4+ 2 och ett nollstéllespolynom
B(s) = 1. Det galler att F' har en pol dd A(s) = 0 och ett
nollstélle dd B(s) = 0. Fran detta inser vi att —2 &r en pol och att
det inte finns nagra nollstdllen, eftersom B(s) = 0 saknar I6sning.
Det giller dock att F' har singulariteter i sdval —1 som —2, men
den forra ar ingen pol, eftersom den kan forkortas bort.




Properhet

DEFINITION

En rationell funktion sdges vara proper om gradtalet for
nollstéllespolynomet inte ar hogre dn gradtalet for
polpolynomet. Om gradtalet for nollstallespolynomet ar strikt
|3gre an gradtalet for polpolynomet sa siges funktionen vara
strikt proper. En rationell funktion som inte ar proper siges
vara ickeproper.



Properhet

EXEMPEL

Funktionen )

(s) = 1 _s+2
Cos+1 0 s+l
endast ar proper. Funktionen
F(s)=s+1

ar ickeproper.




Stabilitet

SATS

Ett system med en rationell 6verféringsfunktion G ar
insignalutsignalstabilt om och endast om &verféringsfunktionen
ar proper och alla dess poler ligger i det strikta vanstra
halvplanet C_.

EXEMPEL

Ett system med Overforingsfunktion

1

Gl = 373512

har poler i —1 och —2, och ar darfor insignalutsignalstabilt enligt
Sats 2.




Byggblock for Blockschema

(a) Forgrening (b) Summering (c) Overforingsfunktion

Summering:
X(s) = X1(s) + Xa(s) — X3(s)

Overféringsfunktion:



Parallell- och Seriekoppling

Y,
G, !

u %X.LGILGQL
PR

(a) Parallellkoppling. (b) Seriekoppling

Parallellkoppling: Ekvationerna dr Y7 = G1U, Yo = GoU samt
Y =Y + Ya, vilket resulterar i att Y = (G1 + G2)U, och
overforingsfunktionen fran U till Y given av G = G1 + Go.

Seriekoppling: Ekvationerna ar V = G U, Y = G5V, vilket
resulterar i att Y = GoG1U, och 6verforingsfunktionen frén U till
Y given av G = G1Gos.



Aterkoppling

G

A

Y,

Ekvationerna ar E =U —Ys, Y = G1E och Y5 = GoY, vilket ger
Y =G1(U-GyY)

ur vilket man kan l6sa ut

y__ @
1+ GGy
och overféringsfunktionen fran U till Y ges av

G = G1/(1 + G1G2). Vi noterar att om G och Gy &r rationella s&
ar aven G rationell.



Losning av Differentialekvationer

| forra foreldsningen s3g vi att
y(t) + ay(t) = bu(t)
om y(0) = 0 s& ges losningen av faltningen
t
ot) = [ g(ryute - r)dr
0
med viktsfunktionen g(7) = e~ %7b.

Allmant kan |6sningen till hogre ordningens differentialekvationer

d"y(t) d"y(t) dy(t)
g T e A= + any(t)
dmu(t dut
O B U R A O S

dtm dt

ocksa skrivas som en faltning men med ett annat g(7).



Laplacetransformering av Differentialekvationen

Fran linjaritet och resultat om L-transform av derivata foljer
(s" +as" M+ an) Y(s) = (bos™ + ... 4+ bm—15+ bp) U(s)

om u och y och dess derivator har vardet noll vid tidpunkten noll.

Med

A(s) =s"4+a15" 4+ ... +an, B(s)=bys™+...4+bu_15+ by,
(3)

foljer fran Sats 2 och Definition 2 att systemets

overféringsfunktion &r

) — Y8 _ BG)
U(s) ~ Als)

Vi kan darfor erhalla viktsfunktionen genom att ta den inversa
L-transformen av det rationella uttrycket ovan.



Poler och Nollstallen

Om A(s) och B(s) inte har nigra gemensamma faktorer s& ges
enligt Definition 4 systemets nollstallen av nollstallena till B(s)
och systemets poler av nollstéllena till A(s).

Observera att polerna dr de samma som rétterna till den
karakteristiska ekvationen for differentialekvationen.



Stabilitet

Insignalutsignalstabilitet ar ekvivalent med att
overforingsfunktionen har alla poler i det strikta vanstra halvplanet
C_, och darfor ar det intressant att avgdra om ett polynom A(s)
har alla sina nollstéllen i C_ eller ej.

SATS
For polynomet A(s) i (3) géller att a; >0, i =1,...,n ar ett
nédvandigt villkor for att alla nollstéllen till A(s) ska ligga i C_.

KOMMENTAR
For n = 2 ar villkoret aven tillrackligt.

Omvéndingen av satsen giller inte, vilket foljande exempel visar.

EXEMPEL

Polynomet A(s) = s 4+ 252 4+ 25 + 40 har nollstillena s = —4 och
s=14 3.




Repetitionsfragor

No o~ owbh -

®

Hur definieras £-transformen?

Vad ar L-transformen av derivatan av en signal?

Vad ar L-transformen av integralen av en signal?

Vad sager slutvardessatsen?

Vad motsvaras faltning i tidsdomanen av i £-doméanen?
Vad &r definitionen av ett systems Overforingsfunktion?

Vad maste gilla for polerna for en Sverforingsfunktion for att
systemet ska vara insignalutsignalstabilt?

Hur definieras pol- och nollstallespolynomen?

9. Vad ar overforingsfunktionen for en linjar differentialekvation?

10.

Ange ett nédvandigt villkor pd koefficienterna fér ett polynom
for att alla dess nollstallen ska ligga i det strikta vanstra
halvplanet.



