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Asymptotisk stabilitet

DEFINITION
Vi sager att systemet

ar asymptotiskt stabilt om |ésningen x(t) konvergerar mot noll
nar t gar mot oandligheten for alla initialvarden x(0) = xo.

SATS
Systemet
dx(t)
dt
ar asymptotiskt stabilt om och endast om R\; < 0 for alla 4,
dar \; ar egenvardena till A.

= Az(t)



Exempel

| tidigare exempel studerade vi

och kom fram till att

Vi ser darfor att e4* — 0 d3 ¢t — oo precis som satsen siger



Insignalutsignalstabilitet

SATS
Ett system (A, B,C, D) &r insignalutsignalstabilt om ®\; < 0
for alla 4, dar \; ar egenvardena till A.

EXEMPEL

Lat ett linjart dynamiskt system ges av

A_[?'ﬂ, B_By C=[ 0], D=0

vilket uppenbarligen inte dr asymptotiskt stabilt. Dock galler att
viktsfunktionen ges av

ﬂﬂZ&WB:ﬂOW%TgHﬂzer

som ar absolut integrerbart och vi har insignalutsignalstabiltet.



Fran tillstandsform till overféringsfunktion
Givet ett system pa tillstandsform
dx(t)
dt
y(t) = Cx(t) + Du(t)
lat X vara Laplacetransformen av z. Med xg = z(0) géller
sX(s) —xg = AX(s) + BU(s)
Y(s) =CX(s)+ DU(s)

= Ax(t) + Bu(t)

Enkla algebraiska manipulationer ger
X(s) = (sI — A)twg 4 (sI — A)7'BU(s)
och
Y (s) = O(sI — A)'ag + C(sI — A)"'BU(s) + DU(s)
Overféringsfunktionen for system pa tillstandsform ges darfor av

G(s)=C(sI — A~ 'B+D



Overféringsfunktionen ar invariant under
tillstandstransformation

SATS
Systemet definierade av (1) och systemet

dz(t) - _
e Az(t) + Bu(t)

y(t) = Cz(t) + Du(t)

med (A, B,C,D) = (TAT~',TB,CT~!, D) har samma
overféringsfunktion for godtycklig inverterbar matris 7.



Likstromsmotor
Med matriserna

0 1 0
A= [0 _a], B- M C=[1
har likstromsmotorn tillstandsformen
dx(t)
= Ax(t Bul(t
y(t) = Cx(t)
vilket medfor att
-1
_ -1 1 s+a 1
T—A)yt=|2 —
(s ) 0 s+al s(s—|—a)[ 0 5]

och darav foljer att dess Gverfori

G(s)=1[1 0]

ngsfunktion ges av

[s+a 1

s(s+a) |

" =

s+a)



Poler och egenvarden

Det géller allmant att

_ Cadj(sI - A)B
G8) = —qer(sT = 4)

+D

fran vilket det foljer att polerna till G(s) ar egenvarden till
matrisen A. Observera att omvandningen inte giller.

| exemplet ovan dar vi inte hade asymptotisk stabilitet galler
-1

s+1 0 1 1

G(s)=[1 0] [ 0 3—1] [0} T s+l

Det géller vidare att

s+ 1 0

det(sI — A) = 0 s—1

‘:(3—1—1)(3—1)

och vi ser att faktorn (s — 1) forkortats bort.



Fran overforingsfunktion till tillstdndsform

Det finns manga olika tillstdndsformer for en given
overforingsfunktion

B(s)  bis" ' by1s+by
A(s)  s"+a1s" 1+ +an_1s+ap

G(s) =

Varje sadan tillstdndsform kallas for en realisering av
overforingsfunktionen eller systemet den beskriver.



Gilberts form
Antag att vi kan skriva

for ndgra koefficienter ¢, k =1,...,n, dar
A(s) = (s +p1)(s +p2) - (s + pp). Lat Laplacetransformen av
komponent k av tillstdndsvektorn = ges av

1
Xi(s) = U(s
8) = U ()
D3 giller att Y(s) = c1.X1(s) + caXa(s) + - - - + cn X (s). Invers
Laplacetransformering av dessa ekvationer ger

;1 0 -+ 0 1
dr(t 0 -—p 0 1

Z(t ) _ : ’ f x(t) + u(t)
0 0 —Dn 1



Styrbar kanonisk form

Givet
B bis" L4 by, bn
G(s) = (s) 15 jL + Op—15 +
A(s)  s"4ars" M4+ ap_18+ay

géller att den styrbara kanoniska formen

[—a1 —as -+ —ap—1 —an] 1
1 o .- 0 0
@) Lo 1 00 a4 0]
dt ) . : ) :
| 0 0 1 0 | 10]
y(t) = [bl bg cee bn] Il)(t)

ar en realisering.



Observerbar kanonisk form

Givet

B(s) bis" L £ by_15+ by
A(s)  s"+ars" -4 a,_15+ay

[ —a; 1 0 --- 0] 1]

—a2 0 1 0 bo
POV e O | ()

—Qnp—1 0o 0 - 1

—a, 0 0 - 0 b, |
yit)=1[1 0 - 0]=z(t)

ar en realisering.



Exempel

L3t en Overféringsfunktion ges av

a(s) s2 43542 —4s+ 10 1
S = fr
S24+Ts+12 s24+7s+12

Fran detta inser vi att en observerbar kanonisk form ges av

dfl(tt) - [—_172 (1)] z(t) + [I(ﬂ u(t)

u(®)=[1 0] (t) +ult



Tillstdndsaterkoppling

LR A SR G e
L
System givet av
dx(t)
= Ax(t) + Bu(t
"~ Ax(t) + Bu(t) @

regleras med



Syftet med regleringen

Uppfylla specifikationer pa stegsvar for referensvardet.
Kan ofta relateras till specifikationer pad slutna systemets poler.

Substituera uttrycket for u(t) i (5) i differentialekvationen i (4):

dx(t)
dt

= (A — BL)x(t) + Bl,r(t)
Slutna systemets overféringsfunktion fran R(s) till Y(s) ges av
Ge(s)=C(sI — A+ BL)"'Bl, (6)

Slutna systemets poler ges av rétterna till det(sl — A+ BL) =0
om ingen forkortning sker.



Likstromsmotor
For likstromsmotorn har vi

R D= IR

Polpolynomet ges av

s —1

bll s+a+bl2 :s(s+a—|—bl2)—|—bl1

det(sI — A+ BL) = ’

Vi énskar att polpolynomet ska ges av s2 + 2Cwps + w%:
a + bls = 2¢wg
bly = wi
som har 1ésning L = [l l3] = [w§/b (2Cwo — a)/b] som ger

bl
s% + 2Cwos + wi

C(sI — A+ BL)'Bir =

Om vi vill att den statiska forstarkningen ska vara ett sd ska vi
valja I, sd att bl, = w%, eller ekvivalent [, = [5.



Stegsvar for reglerad likstromsmotor
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Simulering av det slutna systemet for wg =7, ( = 0.7, a = 1 och
b =1 da referensvardet ar ett enhetssteg vid tidpunkten ett och
insignalstorningen ar ett steg med amplitud fem vid tidpunkten
fem.



Var kan polerna placeras?

RESULTAT

Polplacering med tillstindsdterkoppling. For systemet givet av
(4) kan vi med tillstdndsaterkopplingen i (5) placera slutna
systemets poler godtyckligt om (A, B) &r styrbart. Oppna
systemet och slutna systemet har samma nollstallen.



Vad hidnder da (A, B) ej styrbart?

Betrakta systemet givet av

[ 2o oo

Nu galler att

A-BL= B _11} - m (b 1] = [1611 1__112}

Eftersom matrisen ar triangular ges egenvardena av
diagonalelementen som ar 1 — I3 och —1. Vi kan allts3 bara
paverka ett av egenvardena med L. Om vi valjer [; = 2 s3 blir
badda egenvirdena —1 och det slutna systemet asymptotiskt
stabilt. Eftersom egenvardena inte kan viljas godtyckligt kan
systemet inte vara styrbart.



Stabiliserbarhet

DEFINITION
Om det finns L sa att A — BL har alla egenvirden strikt i det
vanstra halvplanet sa sager vi att (A, B) ar stabiliserbart.

Vi inser att styrbarhet medfor stabiliserbarhet men att
omvandingen inte galler.



Exempel

Betrakta systemet givet av

ﬁ?[éﬂx@+k}ﬁ)

Nu galler att

A—BL:B ﬂ‘ﬁhﬁlﬂ=F5h Lﬁﬂ

Eftersom matrisen ar triangulir ges egenvardena av
diagonalelementen som ar 1 — [ och 1. Vi kan inte paverka
egenvardet 1 med L och alltsd ar detta system inte stabiliserbart.



Hur valjer man [,.?

Oftast viljer man [, s att statiska férstarkningen for det slutna
systemet blir ett, vilket innebar att reglerfelet konvergerar mot noll
for ett konstant referensevarde nar tiden gar mot oandligheten.

Den statiska forstarkningen ges enligt (6) av
G.(0)=C(-A+ BL) 'BI,
vilket ger foljande ekvation for [,.:
C(-A+BL)"'Bl, =1

Notera att vi i exemplet med likstromsmotorn sig till att valja [,
pa detta satt.



Repetitionsfragor

oo

®

Vad ar definitionen av att ett system &r asymptotiskt stabilt?
Ange ett tillrdckligt villkor for att ett system ska vara
asymptotiskt stabilt.

Hur relaterar asymptotisk stabilitet till
insignalutsignalstabilitet?

. Hur relaterar ett systems Overforingsfunktion till dess

systemmatriser (A, B,C, D)?

Hur ar en kanonisk form relaterad till Gverféringsfunktionen?
Beskriv vad tillstdndsaterkoppling ar.

Nar kan man valja slutna systemets poler godtyckligt med
hjalp av tillstdndsaterkoppling?

Forklara begreppet stabiliserbarhet.

Hur infér man referensvarden tillsammans med
tillstdndsaterkoppling?



