Reglerteknik, Forelasning 8: Rekonstruktion av
Tillstand och Aterkoppling fran Rekonstruerade
Tillstand

Anders Hansson

Avdelningen for reglerteknik
Linkopings universitet



Innehall

1. Rekonstruktion av tillstand

2. Aterkoppling fran rekonstruerade tillstand



Rekonstruktion av tillstand

Betrakta dols
Zi ) _ Aw(t) + Bu(t)

y(t) = Cx(t)

Intresserade av att férsoka berdkna vad z(t) ar trots att vi bara
kan mata y(t). Vi har dven kinnedom om vad u(t) &r. En naiv
ansats dr att simulera
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Om vi kan vilja 2(0) = x(0) sa inser vi att Z:(t) = z(t) for alla
t > 0.

Inte realistiskt, eftersom vi inte rimligen kan veta x(0) nar vi inte
kan mata tillstandet.



Vad hander efter lang tid?

~

Studera skattningsfelet &(t) = x(t) — z(¢):

di(t) _ da(t)  di(t)

dt 2 g = Au(t)+ Bu(t) - Ai(t) - Bu(t) = Az (t)

och vi inser att Z(t) konvergerar mot noll nar tiden gar mot
odndligheten om systemet dr asymptotiskt stabilt.

Hastigheten med vilken detta sker beror pa det egenvarde till A
som ligger ndrmast imaginara axeln.

Om systemet inte dr asymptotiskt stabilt s3 divergerar
skattningsfelet.



Observator

Idé: utnyttja y(t) till att forbattra hastigheten med vilken man kan
far skattningsfelet att gd mot noll.

Ansatt generell linjar differentialekvation, kallad observatér:

di(t)
dt

= Fz(t) + Gu(t) + Ky(t)

dar F', G och K ar matriser vi ska vilja sa att om #(0) = z(0) sa
blir (t) = x(¢t) for alla t > 0. Vi vill ocksa att skattningsfelet Z ()
ska konvergera mot noll nar tiden gar mot oadndligheten.

dz(t) dz(t) dz(t) .
il Ax(t) + Bu(t) — Fi(t) — Gu(t) — Ky(t)

= (A— KC)a(t) — Fi(t) + (B — G)u(t)

dar vi utnyttjat att y(t) = Cx(t).



Observator

Vi inser att vi maste vilja FF = A — KC och B = G om vi vill
uppfylla kravet att skattningsfelet ska vara noll nar vi kdnner
initialvardet. D3 erhéller vi att

dz(t)
dt

= (A— KC)a(t)

och vi inser att vi maste vilja K sd att A — KC har alla
egenvirden strikt i vanster halvplan for att skattningsfelet ska
konvergera mot noll nar tiden gdr mot oandligheten.



Likstromsmotorn

Tillstandsformen for likstromsmotorn ges av systemmatriserna

0 1 0
A:[O _a], B:M, =11 ]
Vi har med K7 = [k; ko] att

Atk -1

ko A+a = A+ k)Ata)+k

det(M — A+ KC) = ‘

och om vi vill att det polynom ska vara identiskt lika med
A2 4+ 2CwoA —i—w% sd ska vi valja k1 och kg sd att

k1 4+ a = 2Cwyg
kia + ko ng

som har 16sning k1 = 2Cwy — a och kg = Wo (2Cwp — a)a.



Hur kan egenvardena valjas?

RESULTAT
Rekonstruktion av tillstind. For systemet givet av (1) galler for
observatoren

dz(t

fé)::Aza)+<3u@)+z(gxo-0@@» (3)

att skattningsfelet (t) = x(t) — Z(t) satisfierar

Bt) i
—= = (A- KC)&(t)

Om (A, C) ar observerbart kan vi valja egenvardena till
A — KC godtyckligt.



Vad hiander da (A, C') ej observerbart?

Lat
-1 1
A:[O 1], C=1[0 1]

som inte &r ett observerbart system. D3 giller med K7 = [ky ko]
att

-1 1—-Kk
A-KC= {0 1_k2]
och vi inser att egenvardena ar —1 och 1 — k2. Vi kan alltsd bara
paverka ett av egenvardena och detta kan goras negativt med

lampligt val av k9. Det andra egenvardet ar —1 oavsett vad K ar.



Detekterbarhet

DEFINITION
Om det finns K sd att A — KC' har alla egenvarden strikt i det
vanstra halvplanet sa sager vi att (A, C) ar detekterbart.

Vi inser att observerbarhet medfor detekterbarhet men att
omvandingen inte galler.



Likstromsmotorn
Istdllet for att mata vinkeln 6 mater vi vinkelhastigheten w.

Systemmatriserna ges av

Vi har med KT = [kzl kg] att

A-KC = [O L=k ]
0 —a—ko
och vi inser att det ena egenvardet ar noll och att det andra kan
véljas godtyckligt med ko. Det kommer alltsd inte att gd bra att
skatta positionen fran matning av vinkelhastigheten. Observatdren
kommer att integrera vinkelhastigheten, men om man inte kdnner
initialvardet for vinklen, s kommer felet i initialvarde att vara kvar
for alla tider. Detta system &r alltsa vare sig observerbart eller

detekterbart.



Storningars inverkan
Far man alltid en battre observator ju langre in i vanster halvplan
man placerar egenvirdena for A — KC?7 Studera
dx(t
a:l(t) = Az(t) + Bu(t) + v(t)
y(t) = Cx(t) + w(t)

dar v(t) ar en storning pa tillstandsvektorn och w(t) &r en stérning
pa utsignalen. Observatdren ges som innan av av

(4)

dflit) = A&(t) + Bu(t) + K (y(t) — Ci(1))
men rekonstruktionsfelet satisfierar istallet
dflit) = Ax(t) + Bu(t) + v(t) — Az(t) — Bu(t) — K(Cu(t) + w(t)

—Cz(t)) = (A—KC)z(t) + v(t) — Kw(t)
(5)
Skillnaden mot innan &r att v och w blir insignaler till
skattningsfelet.



Exempel

For fallet A=—1lochC=1harviattatt A—- KC=-1-K
och vi ser att vi kan vilja egenvirdet for systemet som beskriver
rekonstruktionsfelet godtyckligt negativt genom att vilja K
godtyckligt stort. Samtidigt inser vi genom att L-transformera (5)

att
- 1 K
P R | S
)= 7Y s gV

dar vi antagit att (0) = 0. Vi kommer alltsd aldrig att konvergera
till ett skattningsfel som ar noll, inte ens om vi startar med ett fel
som ar noll. Vi bor vdlja K stort for att den forsta termen ska bli
liten, men vi bor valja K litet for att den andra termen ska bli
liten. Oavsett hur vi vdljer K kommer vi att ha inverkan av e och v
i skattningsfelet.



Exempel

T T T T
S
-2
T T T T
2 - -
&S] 0 .
_2 L | | | |
0 20406080
t
(a) K=0




Exempel

» Initialvardena dr z(0) = —1 och £(0) = 0, u(¢) ar en
sagtandsformad signal, v(t) = sin0.5¢, w(t) = sin 5¢.

» K har vardena 0,1 respektive 5.

> For K = 0 ar observatoren for langsam och kan inte folja de
mer hogfrekventa variationerna i x.

> For K =1 gar det battre, men till priset av att det dnnu mer
hogfrekventa matfelet borjar synas i skattningen.

» For K =5 klarar observatdren av att folja de hogfrekventa
variatonerna i x val men till priset av att matfelet forstarks
alldeles for mycket.



Aterkoppling fran rekonsturerade tillstand
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Observator

Fran blockschemat:
dz(t)
e Ax(t) + Bu(t)
y(t) = Cx(t)
df;f) — Ai(t) + Buly) + K(y(t) — C2(t))

Alternativt

LR [ ] ) [



Transformation av tillstanden

ger

£ ) e o

och vi ser att det slutna systemets egenvarden ar egenvardena for
A—BLoch A—KC.

Endast x(t) &r styrbart fran r(t) och darfor ar
overforingsfunktionen fran R(s) till Y (s)

G.(s)=C(sI — A+ BL)"'BI,

vilket &r samma Overféringsfunktion som nar vi kunde mata alla
tillstand.



Val av K och L

Vi kan separera valet av L och K nér vi designar regulatorn.
Det ar endast L som paverkar G.(s).

K kommer endast att paverka hur snabbt rekonstruktionsfelet z(t)
konvergerar mot noll.

Inverkan av Z(t) kommer att synas i utsignalen y(t). Det betyder
att transient kommer den har regulatorn att uppfora sig
annorlunda an regulatorn som aterkopplar fran matta tillstdnd. For
att minimiera denna skillnad brukar man valja egenvardena for

A — KC langre in i vanster halvplan &n de for A — BL.



Regulator med tva frihetsgrader
2w lod e

L

Fran andra ekvationen i (6) far vi efter Laplacetransformering att
X(s)=(sI — A+ BL+ KC)"Y(KCX(s) + BL.R(s))
om initialvardena ar noll. Detta gor att styrsignalens blir
U(s)= (I — L(sI — A+ BL+ KC) 'B) I, R(s)
— L(sI — A+ BL+KC) 'KY(s)

Med
Fy(s)=L(sI - A+ BL+ KC)™*
F(s)=(I—L(sl —A+BL+KC)'B)l,

kan denna regulator beskrivas som en regulator med tvi
frihetserader med G(s) = C(sI — A)" !B i blockschemat.



Storningar

Med stoérningar galler

da(t)

) Aw(t) + B (ut) + (1)
y(t) = Ca(t) + w(t)
d”;(t>:Ax<t> Buly) + K(y(t) - Ci (1))

eller

= |KC A-BL-KC
+ [g” r(t) + [ﬂ o(t) + [[0{] w(t)

SBR[ a2



Byte at tillstand ger
d |z(t)|  [|A—BL BL x(t)
dt |z(t)] — 0 A—KC| |Z(t)
+ [Bol] r(£) + [g} o(t) + UK] w(t)
Laplacetransformering da initialvardena &r noll ger
X(s) = (s — A)"'B (LX(S) +LR(s) + V(s))
X(s) = (sI — Ao) " (BV(s) — KW(s))
dir Ac= A — BL och A, = A— KC. Lite rdkningar ger nu att

Y(s)=CX(s)+ W(s)
= Ge(s)R(s) + C(s — A) ' B (L(sI — A,) 'B+ 1) V(s)
+ (I —C(sI — Ao) " )BL(sI — A,) ' K) W (s)



Hur A. och A, paverkar overforingsfunktionerna

Egenvirdena for A, bestammer polerna for G..

Egenvérdena for A. och A, bestimmer Sverforingsfunktionerna
fran V(s) och W(s) till Y(s).

Darfér ar valet K av inte bara viktiga for hur snabbt inverkan av
det initiala skattningsfelet z(0) klingar av utan aven for
undertryckningen av storningar.



Kanslighetsfunktioner

Kéanslighetsfunktionen dr dverforingsfunktionen fran
utsignalstorning till utsignal

S(s)=1—-C(sI —A.) Y )BL(sI — A)) 'K (10)

Eftersom det alltid galler att T'(s) + S(s) = I, dar T'(s) ar den
komplementdra kanslighetsfunktionen galler att

T(s)=C(sI — A) " )BL(sI — A,) 'K (11)

Det kan visas att detta dr dverforingsfuktionen fran
insignalstorning till styrsignal.



Exempel: Likstrémsmotorn

™y

(a) Aterkopping fran skattade tillstand

0.5

(b) Aterkopping fran mitta tillstand



Repetitionsfragor

Hur ser ekvationerna for en observator ut?

Nar kan man valja skattningsfelets dynamik godtycklig?

Vad innebar begreppet detekterbarhet?

Hur paverkar observatorsforstarkningen inverkan av storningar

och matfel pd skattningsfelet?

o



